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Aller-retour vers l'inséparable
Sylvain Maugeais
Résumé
Nous onstruisons des morphismes inséparables entre ourbes de genre
≥ 2 qui proviennent par dégénéresene de morphismes séparables.
Soient R un anneau de valuation disrète de aratéristique résiduelle > 0 et
f : X → Y un R-morphisme ni génériquement séparable entre ourbes propres
et lisses. Se peut il que le morphisme induit par f au-dessus du point fermé de
SpecR soit inséparable ? En d'autres termes, peut on dégénérer du séparable
vers l'inséparable ? Lorsque le genre de X est ≤ 1, il est aisé de onstruire des
exemples mais lorsque e genre est≥ 2 ela devient plus ompliqué. Par exemple,
Deligne et Mumford ont montré dans [DM69℄ que ela ne pouvait pas se passer
dans le as d'un morphisme f galoisien.
Le but de et artile est de donner un ritère simple (dans le as où le degré
d'inséparabilité est petit) pour répondre à ette question, puis de produire des
exemples expliites.
L'étude lassique des déformations de morphismes ne donne malheureuse-
ment pas beauoup d'information à e sujet. En eet, les obstrutions à la
déformation ne sont pas loales dans le as d'un morphisme inséparable, ei
rend l'étude partiulièrement diile.
Pour ontourner e problème, nous introduisons dans le présent artile la
notion de morphismes rigidiés qui onsiste en la donnée d'un morphisme f
entre ourbes lisses et d'une déomposition de l'homomorphisme df , induit sur
les faiseaux de diérentielles, sous la forme df = ξδ où ξ est une onstante
(éventuellement nulle) et δ est un homomorphisme injetif dans haque bre et
qui envoie les formes exates sur des formes exates. Cette ondition tehnique
intervient naturellement dans l'étude des dégénéresenes de morphismes entre
ourbes lisses en égales aratéristiques et permet ensuite de répondre au as de
l'inégale aratéristique par un argument global sur des espaes de modules.
Une fois ette dénition posée, nous proédons à l'étude des déformations
des morphismes rigidiés ayant un degré d'inséparabilité au plus égal à la a-
ratéristique et montrons que e problème est non obstrué (f. Théorème 3.1).
Un orollaire immédiat nous permet de démontrer le théorème suivant
Théorème 0.1 Soit f : X → Y un morphisme ni entre ourbes propres et
lisses au-dessus d'un orps de aratéristique p. Supposons que f se déompose
en h ◦ F où F est purement inséparable de degré p et h est séparable.
Alors f provient par dégénéresene en égale aratéristique d'un morphisme
séparable si et seulement si Hom(h∗ΩY/k, B
1
X) 6= {0} (B
1
X désignant le faiseau
des diérentielles exates).
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En partiulier, on peut onstater que e théorème ne dit rien sur les mor-
phismes dont le degré d'inséparabilité est > p, non plus que sur les déformations
vers la aratéristique 0. Ce deuxième problème peut être ontourner utilisant
un raisonnement sur des espaes de modules, mais on obtient alors seulement
une ondition néessaire (f. orollaire 3.5). Par ontre, nous ne pouvons pas, à
l'heure atuelle, déformer des morphismes de gros degré d'inséparabilité.
Une fois e ritère en main, le problème est de montrer qu'il existe des mor-
phismes de degré d'inséparabilité p qui admette une struture de morphisme
rigidié, e qui se trouve être une ondition très forte. Il est assez aisé de trou-
ver des onditions néessaire (f. setion 4) mais plus diile de trouver des
onditions susantes, es e qui est fait dans la dernière partie de e travail, f.
exemple 5
Remeriements : Je souhaite remerier Qing Liu pour m'avoir posé la question
des relèvements de morphismes inséparables.
1 Dénition
Dans tout et artile, les démonstrations se font souvent en se ramenant au
as des séries formelles. Cei est justié par le lemme suivant.
Lemme 1.1 Soit S un shéma d'égale aratéristique p > 0 et X → S une
ourbe lisse. Soit ω une forme diérentielle sur X. Alors
i) ω est loalement exate si et seulement si elle l'est sur X×SS
′
pour S′ → S
dèlement plat.
ii) ω est loalement exate si et seulement si pour tout point p ∈ X, l'image
de ω dans ΩX/S ⊗X ÔX,p est exate.
Pour montrer e lemme, il onvient d'introduire quelques notations : notons
F : X → X(p) le Frobenius relatif et B1X/S l'image de d : X → ΩX/S . Alors le
faiseau F∗B
1
X/S est naturellement un sous-faiseau ohérent plat de F∗ΩX/S :
'est le noyau de l'opérateur de Cartier relatif C : F∗ΩX → ΩX(p) . On identiera
souvent B1X/S a son image via F∗.
Le lemme i-dessus est alors une onséquene immédiate de la ohérene de
F∗B
1
X/S .
Dénition 1.2 Soit f : X → Y un morphisme ni entre S ourbes lisses (non
néessairement propres). Un homomorphisme δ : ΩY/S → f∗ΩX/S sera dit f -
exat s'il induit un homomorphisme B1Y/S → f∗B
1
X/S (i.e. il envoie une forme
loalement exate sur une forme loalement exate).
L'exemple le plus simple d'homomorphisme exat est l'homomorphisme df .
Pour toute forme loalement exate ω = dh on a df(ω) = d(f(h)).
Lemme 1.3 Supposons que S est le spetre d'un orps et que f est inséparable.
Alors l'ensemble des homomorphismes f -exat s'identie à Hom(ΩY , f∗B
1
X).
Si on a de plus une déomposition f = h ◦ F , alors
Hom(ΩY , f∗B
1
X) = Hom(h
∗ΩY , F∗B
1
X).
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Preuve : Soit δ un homomorphisme f -exat. Au voisinage de haque point de Y ,
il existe une base ω de ΩY qui est loalement exate. En partiulier, δ(ω) = dx ∈
f∗B
1
X/S . Comme f est inséparable, pour tout élément α ∈ Y on a d(f(α)) = 0
et don δ(αω) = f(α)δ(ω) = f(α)dx = d(f(α)x). Don δ est à valeurs dans
f∗B
1
X/S .
La dernière assertion vient par adjontion. 
Dénition 1.4 Un morphisme rigidié au-dessus d'un anneau loal A onsiste
en la donnée d'un triplet (f, δ, ξ) où f est un morphisme ni entre A-ourbes
propres et lisses, δ un homomorphisme f -exat non nul au-dessus de haque
point de A, ξ ∈ A tels que df = ξδ.
Il existe une ation naturelle de Gm sur les morphismes rigidiés donnée par
α.(f, δ, ξ) = (f, αδ, α−1ξ), e qui omplique une éventuelle dénition de e que
pourrait être des morphismes rigidiés sur une base globale (il sut toutefois de
onsidérer le hamp quotient an d'obtenir un objet global). Nous n'utiliserons
ii que des onsidérations loales !
Le fait que δ soit non nul en haque point équivaut en fait à e que l'ho-
momorphisme f∗ΩY → ΩX induit par adjontion ait un onoyau ni plat sur
A. En partiulier la notion de morphisme rigidié est stable par hangement de
base.
Proposition 1.5 Le morphisme sous-jaent d'un morphisme rigidié (f, δ, ξ)
est séparable au-dessus d'un point p ∈ SpecA si et seulement si ξ est inversible
en p.
Un morphisme f entre A-ourbes propres et lisses qui est séparable au-dessus
de haque point de A possède une struture anonique de morphisme rigidié :
(f, df, 1).
2 Dégénéresene
La notion de morphisme rigidié est justiée par la proposition suivante.
Proposition 2.1 Soit R un anneau de valuation disrète d'égales aratéris-
tiques p et f : X → Y un morphisme ni entre R-ourbes propres et lisses.
Supposons que f est séparable à la bre générique. Alors f peut être muni d'une
struture de morphisme rigidié.
Preuve : Considérons la partie vertiale du diviseur de ramiation : 'est un
multiple de la bre spéiale de X. Comme elle-i est réduite, e diviseur est de
la forme (ξ) ave ξ ∈ R. Posons δ = dfξ . Comme R est d'égale aratéristique,
δ est f -exate. Pour montrer ette dernière assertion, on se ramène au as d'un
morphisme f : R[[y]]→ R[[x]] par hangement de base dèlement plat, loalisa-
tion et omplétion. Par suite, omme R est d'égales aratéristiques, un élément
ω = (
∑
aix
i)dx est exat si et seulement si ai = 0 pour tout i = −1 mod p.
Cei impose que
ω
ξ est exate. 
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Soit R un anneau de valuation disrète d'inégales aratéristiques (0, p) de
valuation v et f : X → Y un morphisme ni ente S-ourbes propres et lisses et
notons pi le degré d'inséparabilité à la bre spéiale. Notons ξ un générateur
de la partie vertiale du diviseur de ramiation. Comme dans le as d'égales
aratéristiques, l'homomorphisme
df
ξ a enore un sens mais n'est plus exate en
général. Toutefois, ξ ne peut par être quelonque. En eet, notons v la valuation
sur R.
Lemme 2.2 On a v(ξ) ≤ v(pi).
Preuve : Se plaer en un point de la bre spéiale en lequel f se déompose en
étale + purement inséparable et se ramener ainsi à l'étude de f : R[[y]]→ R[[x]]
où f est purement inséparable à la bre spéiale. Il sut alors de regarder
d(f(y)). 
Proposition 2.3 Supposons que le degré d'inséparabilité à la bre spéiale soit
p et que v(ξ) < v(p). Alors il existe un homomorphisme f -exat non trivial.
Preuve : Il sut de montrer que
df
ξ est f -exat. Pour ela, on se ramène, par
loalisation puis ompletion au as des séries formelles R[[x]] et on le démontre
expliitement. 
Si on retire l'hypothèse que v(a) < v(p), alors e résultat n'est plus vrai,
omme le montre l'exemple suivant : onsidérons le morphisme P1
Zp
→ P1
Zp
dénit par x 7→ xp. Ce morphisme ne donne pas naissane à un homomorphisme
exat à la bre spéiale !
3 Théorie de la déformation
Le but de ette setion est de démontrer le théorème suivant.
Théorème 3.1 Soient (f0 : X0 → Y0, δ0, 0) un morphisme rigidié entre ourbes
propres et lisses au-dessus d'un orps parfait k, A un anneau noethérien, loal
omplet de aratéristique p et de orps résiduel k, et ξ ∈ A. Si le degré d'insépa-
rabilité de f0 est au plus p, alors il existe un morphisme rigidié (f : X → Y, δ, ξ)
qui soit une déformation de (f0, δ0, 0).
Le as où f est séparable est bien onnu : 'est un orollaire assez diret de
la théorie des déformations des morphismes telle qu'exposée dans [Ran89℄. Dans
la suite, nous utiliserons ette théorie librement (en partiulier la lassiation
des automorphismes de déformations).
Le as séparable étant réglé, nous supposerons désormais que le degré d'insé-
parabilité de f à la bre spéiale est exatement p. En partiulier, le morphisme
est inséparable.
On se donne don (f0 : X0 → Y0, δ0, 0) un morphisme rigidié au-dessus d'un
orps k et (f : X → Y, δ, ξ) une déformation au-dessus d'un anneau artinien A
de aratéristique p et de orps résiduel k.
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Lemme 3.2 Soit A′ → A une petite extension et (f˜ : X˜ → Y˜ , δ˜, ξ˜) une dé-
formation de (f : X → Y, δ, ξ). Alors le groupe des automorphismes de ette
déformation est naturellement isomorphe au noyau du morphisme
Hom(ΩX0 ,X0) → Hom(ΩY0 ,ΩX0)
χ 7→ d ◦ χ ◦ δ.
En partiulier, son image direte par le Frobenius absolu est ohérente (et don
sa ohomologie sur un shéma ane est triviale).
Preuve : A priori, un automorphisme de déformation de (f, δ, ξ) est un élément
(σ, τ) ∈ Aut(X˜) × Aut(Y˜ ) ∼= Hom(ΩX0 ,X0) × Hom(ΩY0 , Y0). En utilisant la
ompatibilité f = τ ◦ f ◦ σ et le fait que f est inséparable à la bre spéiale, on
trouve que τ = Id.
Le résultat s'ensuit en érivant expliitement l'ation de Hom(ΩX0 ,X0) sur
δ. 
Lemme 3.3 Supposons A artinien, X et Y ane, δ est un isomorphisme et à
la bre spéiale le morphisme f0 est la omposée d'un morphisme étale et d'un
morphisme purement inséparable de degré p. Donnons nous une petite extension
A′ → A de noyau (ǫ) et deux relèvements (f1, δ1, ξ) et (f2, δ2, ξ) (on a le même
ξ). Alors il existe des automorphismes de déformations φ ∈ AutX(X1) et ψ ∈
AutY (Y1) tels que f2 = ψ ◦ f1 ◦ φ et δ1 = dφ ◦ δ2 ◦ dψ.
Preuve : Comme X et Y sont lisses et anes, on peut supposer que X1 = X2
et Y1 = Y2.
Choisissons une base loale dx de ΩX et une base dy de ΩY0 (e qui peut
toujours se faire, quitte à réduire X et Y ) de sorte que Ext0(ΩX0 ,X0) = X0
∂
∂x .
On a δ1(dy)−δ2(dy) = ǫQdx ave Q ∈ X0 . Notons δ1(dy) = αdx. Par hypothèse,
δ1 est un isomorphisme don α est inversible. Posons h1 = Q/α. Alors le hamp
de veteurs ǫh1
∂
∂x dénit un automorphisme de X1 qui est trivial sur X donné
par φ1(u) = u+ ǫu
′h1.
On a alors
dφ1 (δ1(dy)) = dφ1(αdx) = (α+ ǫα
′h1)(dx+ ǫh
′
1dx) =
αdx+ ǫ(αh1)
′dx = δ1(dx) +Qdx = δ2dx
'est-à-dire que δ2 = dφ1 ◦ δ1.
On peut don remplaer f1 par f1◦φ1 et supposer que df1−df2 = ξ(δ1−δ2) =
0.
Comme f est inséparable à la bre spéiale, AutY (Y1) agit trivialement sur
δ1 et sur df1. En eet, un élément de AutY (Y1) est de la forme Id + ǫβ
∂
∂y et
don on a
δ1(dy + ǫβdy) = f(1 + ǫβ)δ1(dy) = (1 + ǫβf
′
0)δ1(dy) = δ1(dy)
ar f ′0 = 0.
On a naturellement f1−f2 ∈ (ǫ)⊗Hom(ΩY0/k, f∗X0). Déomposons à la bre
spéiale f = s ◦ i ave s : Z0 → Y0 étale et i : X0 → Z0 purement inséparable.
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Comme df1 − df2 = 0 et que i est de degré exatement p on voit que f1 − f2
est en fait dans (ǫ) ⊗ Hom(ΩY0/k, s∗Z0) (on peut se ramener au as des séries
formelles par loalisation omplétion, on voit alors que f1 et f2 oïnident sur
les monmes de degré premiers à p ar df1 − df2 = 0, il s'ensuit que f1 − f2
est en fait une puissane p-ième, 'est-à-dire dans l'image de s∗Z0). Or s est
étale, don Hom(ΩY0/k, Y0) agit transitivement sur Hom(ΩY0/k, s∗Z0) (uniité de
la déformation d'un morphisme étale). Il existe don un automorphisme de Y
envoyant f1 sur f2.
On obtient alors le as ane par reollement en utilisant le lemme 3.2 et le
fait que e faiseau a un premier groupe de ohomologie triviale. 
On remarquera que la démonstration préédente ne fontionne pas si le mor-
phisme purement inséparable est de degré p2 ar, si X = Speck[[x]], Y =
Speck[[y]] et f(y) =
∑
aix
i
, alors l'information diérentielle donne les infor-
mations sur les ai ave p ∤ i, la déomposition de f en étale + séparable donne
des informations sur les api p ∤ i, mais on n'a pas d'information sur les ap2i !
Lemme 3.4 Soit A′ → A une petite extension et ξ˜ un relèvement de ξ. Alors
il existe un relèvement (f˜ , δ˜, ξ˜) de (f, δ, ξ) à A′.
Preuve : Le morphisme f se relève loalement (ar 'est un morphisme loa-
lement d'intersetion omplète) et δ également (hoix dune base, e qui est
possible ar Z1X/S est loalement libre). Il s'agit alors de voir qu'on peut les
hoisir de sorte que df = aδ.
Pour ela, regardons df(dy)−aδ(dy) = ǫd(Q) (e qui est possible ar df et δ
sont tout deux exats). Par suite, hangeant f en f + ǫQ ∂∂x (i.e. en omposant
ave l'automorphisme de X˜ dénit par Q ∂∂x). Par suite, il existe un relèvement
au voisinage de haque point. Comme le lieu des points U ou f0 se déompose
en étale + inséparable est un ouvert non vide, es relèvements loaux sont
isomorphes en restrition à U d'après le lemme 3.3. Ces relèvements loaux se
laissent don reoller en une déformation globale. 
Corollaire 3.5 Soit f : X → Y un morphisme ni entre ourbes propres et
lisses au-dessus d'un orps algébriquement los k. Supposons que le degré d'in-
séparabilité de f est ≤ p et que f admette une struture de morphisme rigidié.
Alors
1. il existe un relèvement de f sur k[[t]] qui est génériquement séparable ;
2. il existe un anneau de valuation disrète R d'inégales aratéristiques et
de orps résiduel k, et un relèvement de f sur R.
Preuve : Le premier point est un orollaire immédiat du théorème 3.1 (hoisir
ξ 6= 0).
Pour e qui est du seond, notons g le genre de X et g′ le genre de Y
et onsidérons l'espae des modules Morg,g′,deg f lassiant les morphismes de
degré deg f entre ourbes propres et lisses de genre g et g′. Cet espae est
un hamp algébrique d'après la théorie des déformations des morphismes et le
théorème d'algébrisation d'Artin.
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En partiulier, f dénit un point deMorg,g′,deg f . D'après le premier point, il
existe un morphisme Speck[[t]]→Morg,g′,deg f tel que l'image de Speck((t)) est
dans le lieu des morphismes séparables. D'après la théorie des déformations des
morphismes séparables entre ourbes (qui est non obstruée), il existe un anneau
de valuation disrète R˜ d'inégales aratéristiques et de orps résiduel k((t)),
et un morphisme SpecR˜ → Morg,g′,deg f . Il s'ensuit que f est la spéialisation
d'un point en aratéristique 0, il existe don un anneau de valuation disrète
R dont le orps de frations est une extension nie de FracR˜ et dont le orps
résiduel est k, et un morphisme SpecR→Morg,g′,deg f qui envoie le point fermé
sur f . 
La tehnique utilisée ii pour déformer en égales aratéristiques ne per-
met pas de maîtriser R. On peut toutefois montrer, en utilisant l'algébriité
de Morg,g′,deg f , qu'on peut prendre pour R une extension nie de l'anneau
des veteurs de Witt W (k). nous onjeturons qu'il est possible de trouver un
relèvement sur W (k).
4 Quelques onditions néessaires
Nous souhaitons donner maintenant quelques onditions néessaires pour
l'existene d'homomorphismes exats : f. les inéquations (1) et (2)). Celles i
sont assez grossières mais nous semblent importantes pour montrer que le fait
qu'un morphisme puisse être muni d'une struture de morphisme rigidié est
assez rare.
Donnons nous un morphisme séparable h : Z → Y entre ourbes propres
et lisses au-dessus d'un orps k, notons F : X → Z un morphisme purement
inséparable de degré p et supposons qu'il existe un homomorphisme exat δ : (h◦
F )∗ΩY/k → ΩX/k.
Notons de plus r le degré du diviseur de ramiation de h, g le genre de
X (et don de Z), et g′ le genre de Y . Comme δ est injetif, on a 2g − 2 −
p deg h(2g′ − 2) ≥ 0.
D'autre part, la formule de Hurwitz appliquée à h nous donne
2g − 2 = degh(2g′ − 2) + r.
On obtient don
r ≥ (2g − 2)(1 −
1
p
). (1)
En partiulier, si g est ≥ 2, alors h ne peut pas être étale.
Il est en fait possible d'être plus préis. En eet, omme vu dans le lemme 1.3,
δ induit un homomorphisme injetif h∗ΩY → F∗B
1
X . On a don une inlusion
H0(Z, h∗ΩY ) ⊂ H
0(X,B1X ).
L'homomorphisme d'adjontion ΩY/k → h∗h
∗ΩY/k permet alors de onstruire
une injetion
H0(Y,ΩY/k)→ H
0(X,B1X).
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La théorie des reouvrements innitésimaux (f. [Mil80℄, Proposition 4.14)
permet alors de voir que H0(X,B1X) = H
1
fl(X,αp). Notant a la dimension de
H1fl(X,αp), on obtient
a ≥ g′. (2)
En partiulier, si la ourbe X est ordinaire (et don également Z), e qui
impose que a = 0, et que g′ ≥ 1 alors f ne peut admettre de struture de
morphisme rigidié !
D'autre part, omme dimk H
0(Z, h∗ΩY/k) ≥ deg h
∗ΩY/k + 1 − g on trouve
que
a ≥ g − 1− r. (3)
5 Exemple
Considérons une ourbe propre et lisse Y de genre g′ ≥ 2 qui est supersin-
gulière, hoisissons un point p ∈ Y et onsidérons un Z/pnZ-revêtement Z → Y
étale en dehors de p, et totalement ramié en p ave une diérente d qui peut
être arbitrairement grande (f. [Kat86℄ pour la onstrution de tels revêtements)
de sorte que le genre g de Z vérie
2g − 2 = pn(2g′ − 2) + d
et
1− pZ = p
n(1− pY ))− (p
n − 1)
d'après [Cre84℄ Corollary 1.8 (on note pZ et pY les p-rangs de Z et de Y ).
Comme pY = 0 on trouve que pZ = 0, 'est-à-dire que Z est également
supersingulière.
Notons F : X → Z le frobenius relatif. En partiulier, X est également
supersingulière d'après le théorème de desente des morphismes étales par des
morphismes purement inséparable. On a alors
h0(ΩX ⊗ F
∗h∗Ω∨Y ) ≥ χ(ΩX ⊗ F
∗h∗Ω∨Y ) =
deg(ΩX ⊗ F
∗h∗Ω∨Y ) + 1− g =
g − 1− pn+1(2g′ − 2) = (1− 2p)pn(g′ − 1) +
d
2
En partiulier, pour d susamment grande (pn et g′ xés), on aura h0(ΩX⊗
F ∗h∗Ω∨Y ) > 0.
D'autre part, on a
H0(X,ΩX⊗F
∗h∗Ω∨Y )
adjonction
= H0(Z,F∗(ΩX)⊗h
∗Ω∨Y ) ⊂ H
0(Z,F∗(ΩX)) = H
0(X,ωX)
l'inlusion étant obtenue via le hoix (non anonique) d'une injetion Ω∨Y → Y
qui existe ar g′ ≥ 2.
Considérons maintenant l'opérateur de Cartier C : H0(X,ΩX)→ H
0(X,ΩX).
Comme X est supersingulière, l'opérateur C est nilpotent. Par suite, omme
H0(X,ΩX ⊗ F
∗h∗Ω∨Y ) ⊂ H
0(X,ΩX) est stable sous C (l'opération de C ne se
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fait que sur le premier terme de ΩX ⊗ F
∗h∗Ω∨Y ), il existe un élément δ non nul
dans H0(X,ΩX ⊗ F
∗h∗Ω∨Y ) dont l'image par C est nul, 'est-à-dire un élément
de H0(Z,F∗B
1
X ⊗ h
∗Ω∨Y ).
Remarque 5.1 Aumoins si n = 1, la proédure préédente permet de onstruire
une famille non isotriviale de dimension ⌊dp⌋ (f. la théorie d'Artin-Shreier).
C'est-à-dire de dimension
2g−2−p(2g′−2)
p .
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